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NOTA SOBRE LA CONSIDERACION DE RETARDOS EN UN
MODELO DE PESQUERIAS

Carlos Enrique D’ Attellis *

ABSTRACT

In the application of some techniques for the estimation and the regulation of fishery models with
delays, it is necessary to have a validated linear model. In this note, we construct such a linear
model using the Paynter approximation for delays.

Entre los modelos matematicos que se utilizan
para disefiar politicas de manejo de pesquerias, fi-
guran los llamados *‘simples’’, que hacen uso sola-
mente de los datos de captura y esfuerzo pesquero.
En tal categoria podemos ubicar los modelos de
Schaefer [1], Pella y Tomlinson [2] y Fox [3].

Esta simplicidad trae aparejados ciertos inconve-
nientes, puntualizados algunos de ellos por Silliman
[4], entre los que figura el siguiente: el tiempo de re-
tardo entre el desove y el reclutamiento no tiene
efecto apreciable en la poblacion. De alli la impor-

“tancia de considerar retardos en los modelos que
describen su comportamiento.

El estudio de ecuaciones diferenciales correspon-
dientes a modelos que involucran retardos puede
encontrarse, por ejemplo, en los trabajos de Wright
([5] y [6]), Kakutani y Markus [7], Jones [8],
Kaplan y Yorke [9] y Clark [10]; especificamente
sobre modelos pesqueros en el de Walter [11].

Este ultimo autor introduce retardos en las
ecuaciones para conseguir una variacién en el com-
portamiento mondtono, y por lo tanto irreal, de la
biomasa en los modelos de Schaefer, Pella y
Tomlinson, y Fox, anteriormente citados.

Con el objeto de lograr una descripcién mas re-
alista D’Attellis y Gregorio ([12] y [13}]) introduje-
ron un modelo estocastico derivado del de Schaefer,
y utilizaron métodos de estimacién y regulacion op-
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timas para calcular los parametros del modelo y el
esfuerzo pesquero; tales métodos no pueden ser
aplicados en forma directa si los modelos contienen
retardos.

Sin embargo se pueden modificar las ecuaciones
de tal manera que no aparezcan explicitamente los
tiempos de retardo.

Lo haremos siguiendo el camino que hemos re-
corrido para obtener el modelo estocastico a partir
del de Schaefer en las referencias 12 y 13, pero agre-
gando una modificacion: después de linealizar la
ecuacion, utilizaremos la aproximacién de’ Paynter
para los retardos, que los elimina a cambio de
aumentar el numero de ecuaciones del modelo, y
que Tesulta suficientemente buena para el problema
considerado. )

Este método para tratar ecuaciones con retardos
fue utilizado en otros problemas (Cf. [14]) y difiere
del de la ref. 11.

El modelo de Schaefer es el siguiente:

p(t) = b p(t) —a p2(t) — q f(t) p(t)

donde p(t) es la biomasa, f(t) el esfuerzo pesquero,
las constantes b y a son las tasas de crecimiento y de
mortalidad respectivamente, y q el coeficiente de
capturabilidad.
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De la introduccion de un retardo en la ecuacion
anterior resulta,

b (6)=G (p(t), p(t — ), f(t)) =
=bp(t) —a; p?(t) —ap(t) p(t—7) —
—-qf(t) p(t)

Diremos que (fo, p°) es un punto de equilibrio de
esta ecuacidon si a la excitacion constante fo le
corresponde una respuesta constante pe.

Esto significa un estado estacionario constante,
de manera que p(t) =0 para todo t. En consecuencia
el punto sera de equilibrio si (Cf. [¥7] para otro
tipo de equilibrio)

G(f°, p°) =0,
o sea,
b—ap’—qf°=0,
donde
a=a —dj.

Dado que el modelo es usado en un entorno del
punto de equilibrio (Cf. {12] y [13], lamando

x (t) = p(t) — p°
u(t) = f(t)—f°,

resulta

x(t) = A; x(t) + A, x(t— 7 + B u(t),

donde ‘

Al = -a——G’ ’A2 = -—-—a—G— = a._E
p' op(t—7) of .
(°, %) «,p")

Utilizaremos en lo que sigue la ecuacion anterior
con los siguientes parametros

p(t) = p(t) — 0,015 p?(t) + 0,005 p(t)
p(t—1)—0,1f(t) p (D), (1)

y el estado de equilibrio
=5, p°=50.

De la linealizacion resulta

x (t) =—0,75 x(t) + 0,25 x(t — 1) — S u(t). (2)

Un retardo 7 . es representado, transformando
Laplace, por la exponencial exp(— 7 s); una aproxi-
macion al mismo es la de Paynter (Cf. [15], [16]),
basada en la expresién

e ™8 = (cosh7 s + senh 7s)71.

Si reemplazamos las funciones hiperbdlicas por
sus desarrollos en productos, y usamos los primeros
n términos, obtenemos

e X (a, ()" + .. .+ s+ 1)L

De la seleccion de n depende la exactitud de la
aproximacion.
Por ejemplo, la representacion de tercer orden es

_ 1 4
TS > = (75 +— (1) + s+ D7 (3)
m
Indicando la transformacion de Laplace con £ ,
tenemos

Lix(t—m)]=e" £[x(D]= Y(s)

donde Y(s) es el término anterior con la exponencial
reemplazada por la aproximacién (3). .
Entonces, llamando X(s) = £ [x(t)],

4
—l; (78)* Y(s) +— (15) 2 Y(5) + 75 Y(s) + Y(s5) = X(s);
T T

en la variable tiempo, es decir, antitransformando,
es una ecuacion diferencial de tercer orden, que
escrita como sistema de ecuaciones de primer orden
junto a (1), resulta

% = =075 %, +0.25 %, —5u

Xy = X3

X3 = Xg

Xg = 9,8716 x, —9,8716 x, —9,8716 x3 —4,0009 x4; (4)
los coeficientes fueron calculados para 7 = 1 como
figura en la ecuacién (1), y las condiciones iniciales
para y(t) y sus derivadas son nulas.

La tabla | muestra los resultados obtenidos con
el modelo real y las aproximaciones de primer y ter-
cer orden para el retardo 7 = 1, con una variacion
de esfuerzo pesquero de 0,1 para t>0. Para la solu-
cion numérica de la ecuacion (2) se tomd un inter-
valo de célculo de 0,01, manteniendo los datos de
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100 puntos en cada intervalo para usar el retardo T
= 1.

La acién anterior es a lazo,abierto, es de-
cir, muestra la aproximacion obtenida en x(t) cuan-
do se usa el u(t) que indicamos. Sin embargo, al
emplear los métodos indicados en las referencias 12
y 13, ia decision sobre el esfuerzo pesquero u(t) se
toma en funcién de la biomasa x(t); en la Tabla 2 se
muestran los resultados obtenidos en una regula-
cién al estado de equilibio de la biomasa, suponien-
do una desviacion inicial del 7 %, y usando el mo-
delo real y el aproximado de tercer orden cuando el
coeficiente de realimentacion es la unidad.

Ambas tablas muestran que la sustitucién de los
retardos por las ecuaciones diferenciales obtenidas,
da una aproximacién de suficiente exactitud.

De la ecuacion diferencial lineal con retardos (2)
obtenemos el sistema de ecuaciones diferenciales li-
neales (4), vy sobre él se pueden aplicar las técnicas
empleadas en las referencias 12 y 13, construyendo
un modelo discreto y estocastico; luego se pueden
resolver los problemas planteados en esas referen-
cias: regulacidon dinamica de la biomasa, célculo de
la captura maxima sostenible, estimacion de los pa-
rametros del modelo.

Observemos finalmente que los pardmetros del
sistema de ecuaciones (4) que corresponden a 'la
aproximacion efectuada, dependen solamente de T ;
entonces los programas computacionales+ de-
sarrollados para resolver los problemas de estima-
cién de parametros (Cf. [12] y [13]), pueden usarse
sin modificaciones.

t Modelo Real Aproximacidn de Aproximacidn de
ler. orden 3er., orden
0, 2 -0, 0931 -0, 0962 -0, 0928
0, 4 -0, 1733 -0, 1790 -0, 1728
0, 6 -0, 2423 -0, 2511 -0, 2420
0, 8 -0, 3016 -0, 31uy -0, 3023
1, 0 -0, 3526 -0, 3706 -0, 3555
1, 2 -0, 3987 -0, 4208 -0, 4032
1, 4 -0, L4423 -0, 4659 -0, LUBS
1, 6 -0, 4834 - -0, 5068 -0, 4865
1, 8 -0, 5217 -C, 5440 -0, 5235
2, 0 -0, 5572 -0, 5779 -0, 5581
2, 2 -0, 5899 -0, 6090 -0, 5904
2, 4 -0, 6202 -0, 6376 -0, 6205
2, 6 -0, 6483 -0, 6639 -0, 5485
2, 8 -0, 6743 -0, 6881 -0, 6745
3, 0 -0, 6983 -0, 710% -0, 9486




66

REVISTA DE INVESTIGACION Y DESARROLLO PESQUERO

M~3eic Real

t Aproximacidn de 3er. orden
0 3, 5000 3, 5000
0, 2 1, 0708 1, 0710
0, 4 0, 3275 o., 3302
0, 6 0, 1002 0, 1078
0, 8 0, 0306 0, O4u42
1, © 0, 0093 0, 0278
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