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RESUMEN. Los modelos lineales generales (MLG) y los modelos lineales generalizados (MLGs), que permiten
integrar de forma simple los distintos factores que influyen en la variación de la captura por unidad de esfuerzo
(CPUE), se utilizan para estimar índices anuales de abundancia. Se considera el efecto asociado al factor Año y, a partir
del resultado obtenido, se construye el índice. Sin embargo, cuando ocurren  interacciones significativas que incluyen
ese factor, se obtienen índices proporcionales a la abundancia media de cada año con coeficientes de proporcionalidad
que varían según el año, lo que no permite comparar los términos de la serie. En el presente trabajo se establecen los
índices de abundancia ponderados obtenidos con el MLG y el MLGs y se considera cómo definir la densidad pobla-
cional media anual en función de los parámetros de los modelos utilizados. Se presenta un ejemplo de aplicación con
valores nulos de CPUE en gatuzo y se debate sobre la correcta elección de la flota que provea los datos que se utilizan
para estimar los índices anuales de abundancia ponderados.
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WEIGHTED RELATIVE ABUNDANCE INDICES OBTAINED FROM
GENERALIZED LINEAR MODELS CONSIDERING NULL CATCH VALUES

SUMMARY. General Linear Models (GLM) and generalized linear models (GLMs), that allow to integrate in a sim-
ple way the different factors that influence catch per unit of effort (CPUE) variation, are used to estimate annual abun-
dance indices. The effect associated to the Year factor is considered and, based on the results obtained, the index is built.
Nevertheless, when significant interactions that include said factor occur, the result is indices proportional to the mean
annual abundance of each year with proportion coefficients that depend on the year, which does not allow to compare
the series terms. In this paper the weighted abundance indices obtained with the GLM and GLMs are established and
how to define the population mean annual density as a function of the parameters of the models used is considered. An
application example with null CPUE values in patagonian smoothhound is shown and debate on the correct selection
of the fleet to provide the data used to estimate annual weighted abundance indices presented.

Key words: Abundance annual index, catch per unit effort, generalized linear model.
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INTRODUCCIÓN

Una cuestión muy importante para la biología
pesquera y el manejo de recursos es la determina-
ción de índices de abundancia relativa, que pue-
dan ser utilizados, en primera instancia, como
indicadores de la abundancia real, permitiendo
tener una imagen de la evolución en el tiempo del
recurso considerado. O que puedan ser utilizados
para calibrar modelos de evaluación, a los efectos
de efectuar diagnósticos del estado de un stock y
estimar parámetros de manejo, necesarios para la
explotación racional del mismo. 

Los modelos lineales generales (MLG) y los
modelos lineales generalizados (MLGs) se vienen
utilizando cada vez más en aplicaciones orienta-
das a la estimación de índices anuales de abun-
dancia (Large, 1992; Goñi et al., 1999; Punt et
al., 2000; Ye et al., 2001; Horn, 2003; Campbell,
2004, 2015; Maunder y Punt, 2004; Carruthers et
al., 2011), dado que los mismos permiten integrar
en forma simple los diferentes factores que influ-
yen sobre la variación de la captura por unidad de
esfuerzo. Esta característica sumada a las facili-
dades computacionales que ofrecen los progra-
mas comerciales y de distribución libre de análi-
sis estadístico (por ejemplo, Systat, Statistica, S-
Plus, R), los ha popularizado como herramienta
de análisis y estimación.

Al utilizar un MLG o un MLGs para construir
índices de abundancia anuales, lo que habitual-
mente se hace es considerar el efecto asociado al
año y a partir de este efecto construir el índice
correspondiente. Lamentablemente este procedi-
miento no genera siempre un índice adecuado.
Hernández y Perrota (2006) han demostrado que
ante la presencia de interacciones estadística-
mente significativas en el MLG que incluyan el
factor año, los índices obtenidos son proporcio-
nales a la abundancia media anual para cada año,
pero los coeficientes de proporcionalidad depen-
den del año. Esto hace que los términos de la

serie a lo largo de los años no sean comparables,
invalidando la serie estimada del índice anual de
abundancia.

En este trabajo se definen índices de abundancia
ponderados, construidos a partir de MLG y MLGs
y se profundiza en la cuestión de cómo debe defi-
nirse la densidad media anual poblacional en fun-
ción de los parámetros de los modelos considera-
dos, de forma tal que dicha definición sea concep-
tualmente clara y adecuada. Se analiza además la
forma de estimar la densidad media anual pobla-
cional (la cual constituye el parámetro objetivo de
estimación), a partir de los índices ponderados.
También se analizan las condiciones que hacen
que los índices ponderados sean proporcionales a
la densidad media anual poblacional.

MATERIALES Y MÉTODOS

La ecuación básica que relaciona la CPUE de
un buque, con su poder de pesca y la densidad
sobre la cual está operando, está dada por
(Gulland, 1971):

CPUEi = p Di (1)

siendo:

CPUEi: captura por unidad de esfuerzo (kg h-1 o
t h-1) en el lance u operación de pesca i;
p: poder de pesca del buque considerado;
Di: densidad local sobre la cual opera el buque al
efectuar el lance u operación de pesca i.

Observar que en la ecuación (1) se incluye el
caso en el cual la captura por unidad de esfuerzo
sea nula, lo cual ocurrirá siempre que la densidad
local lo sea y recíprocamente.

Si a su vez es la densidad media del recurso
en el área de operación del buque en considera-
ción (incluida dentro del área de distribución del
recurso) y consideramos:

D
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(2)

Entonces tenemos que:

(3)

Por otra parte, si R es un área cualquiera de
operación de la flota en un momento dado, por
definición de densidad media tenemos que:

(4)

siendo la superficie del área R y D(x1, x2) la
densidad del recurso en el punto de coordenadas
(x1, x2) dentro del área R. Si además R+ es la
región (R+ ⊆ R) en donde la densidad es positiva,
entonces de (4) obtenemos:

(5)

En donde con estamos indicando
a la probabilidad de densidades positivas dentro
del área R y con a la densidad media, conside-
rando solo los puntos de densidades positivas.

Teniendo en cuenta (3) y (5), tenemos que:

(6)

Ahora bien, entre otros, los factores básicos
más importantes que pueden generar cambios en
los dos parámetros que figuran en el término
derecho de (1) son: las diferencias en el poder de
pesca de cada buque, el área sobre la que opera el
buque, el mes (bimestre, trimestre, estación de
pesca, etc.) y el año. A estos factores, de aquí en
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más, los denominaremos: “factor Barco”, “factor
Área”, “factor Mes”1 y “factor Año”, respectiva-
mente. De esta forma, si queremos considerar
todas estas fuentes de variabilidad, debemos
escribir el modelo (6) en la forma:

(7)

donde b, a, m, t indican un cierto buque (o estrato
de flota), operando en una cierta área, en un cierto
mes (bimestre, trimestre, etc.) y en un año deter-
minado, respectivamente.

En (7) CPUEbamti, corresponde a la CPUE de
un buque del estrato b (considerando la flota total
compuesta de estratos de flota incluyendo buques
con características similares), en el área a (corres-
pondiente a una cierta estratificación del área
total de distribución del recurso), durante el mes
m, en el año t, en el lance u operación de pesca i.

Debe observarse que en (7) hemos hecho la
suposición de que la densidad media sobre la que
opera cada estrato de flota en la celda (a,m,t) es
la misma para cualquier estrato de flota. De
modo tal que escribimos , sin hacer
referencia al estrato de flota en cuestión. Al con-
siderar esta notación, estamos suponiendo que
en cada área a, en un mes m y en un año t, la
accesibilidad al recurso es similar para todos los
estratos de flota considerados y que las flotas
podríamos decir que “muestrean” el recurso den-
tro de la celda (a,m,t) en forma análoga. Esto que
decimos es muy importante, porque si cada
estrato de flota nos diera una imagen propia y
distinta de las variaciones de la abundancia del
recurso objetivo a lo largo de los meses o de los
años, nos enfrentaríamos al problema de tener
que decidir cual estrato de flota nos está mos-
trando la imagen que se corresponde con la
variación real de la abundancia del recurso, que
es la que a nosotros nos interesa describir y

C eDpPUE amtamtbamtbamti
��� bamti++

amtD amt�y+ +
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1Si bien a lo largo del texto hablaremos del factor Mes, está claro que en la práctica podemos usar el bimestre, el trimestre o cualquier
intervalo de tiempo que resulte adecuado. A lo largo del texto usaremos, por lo tanto, el término Mes por una cuestión de comodidad,
pero la denominación debería adaptarse a cada caso de aplicación en particular.



cuantificar. Cuando hablamos de determinar un
índice de abundancia, nos estamos refiriendo a
obtener un índice que sea proporcional a la abun-
dancia real del recurso, con un coeficiente de
proporcionalidad que sea constante a lo largo de
los años considerados. Si el índice que podemos
determinar depende del estrato de flota en consi-
deración, entonces este índice sólo puede servir-
nos para mostrarnos la forma en que los rendi-
mientos para ese estrato de flota han variado a lo
largo de los años, siendo esto producto de la
combinación de los cambios de abundancia del
recurso, con los cambios en eficiencia y operato-
ria de pesca del estrato de flota en cuestión. Este
tipo de índices no nos servirá,  cuando lo que
queremos es describir y cuantificar las fluctua-
ciones reales de la abundancia del recurso. El
modelo (7) se puede considerar compuesto de
dos submodelos: 

1) Modelo correspondiente a los valores de
CPUE positivos ( ), el cual se puede
representar como un MLG sobre los logarit-
mos de la CPUE, con error normal.

2) Modelo correspondiente a la proporción de
valores de densidad positivos ( ), que se
puede representar como un MLGs, con distri-
bución binomial y función de enlace logit
(McCullagh y Nelder, 1989).

Modelo para los valores de CPUE positivos

El modelo que estamos considerando se escri-
be:

(8)

el error ηbamti se considera normalmente distri-
buido y con valores independientes dentro de
cada celda (b,a,m,t), con media 0 y varianza

, siendo ε el error del modelo (7)).
El modelo (8) se parametriza a partir de com-

ponentes multiplicativas y se expresa entonces en
la forma:

amtDpamtp +
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(9)

El modelo (9) es denominado Modelo Multi-
plicativo. En un caso particular bajo análisis, el
modelo no tiene por que incluir necesariamente
todos los términos, dependiendo esto de las carac-
terísticas del problema bajo estudio. 

Tomando logaritmos en ambos términos de (9)
y llamando:

(10)

entonces el modelo (9) se escribe como:

(11)

El modelo (11) es denominado modelo de
ANOVA multifactorial con interacciones de pri-
mer orden.

Si se quisieran estimar los parámetros del
modelo (11) por mínimos cuadrados o máxima
verosimilitud, nos encontraríamos con que el
modelo está sobreparametrizado. Esto lleva a la
necesidad de reparametrizar el modelo e introdu-
cir una serie de restricciones sobre los nuevos
parámetros, que permiten completar el sistema
normal de ecuaciones y obtener solución única.

Si nb, na, nm y nt corresponden al número de
niveles de los factores: Barco, Área, Mes y Año,
respectivamente, el modelo y las restricciones
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sobre los parámetros que más comúnmente se
imponen, son:

(12)

donde ahora, los nuevos parámetros satisfacen las
restricciones:

para 1 ≤ b ≤ nb, 1 ≤ a ≤ na, 1 ≤ m ≤ nm , 1≤ t ≤ nt

para 1 ≤ a ≤ na, 1 ≤ b ≤ nb

para 1 ≤ m ≤ nm, 1 ≤ b ≤ nb

para 1 ≤ t ≤ nt, 1 ≤ b ≤ nb

para 1 ≤ m ≤ nm, 1 ≤ a ≤ na

para 1 ≤ t ≤ nt, 1 ≤ a ≤ na
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para 1 ≤ t ≤ nt, 1 ≤ m ≤ nm. (13)

El modelo (12), con las restricciones (13), se
dice que está parametrizado con la parametriza-
ción Sigma-restrictiva. Bajo esta parametrización
μ' representa la media global de los logaritmos de
las CPUE. El modelo (12) es un caso particular
del denominado MLG, el cual se escribe en la
forma:

Y = X θ + η (14)

siendo Y el vector de valores observados de la
variable dependiente (logaritmo de la CPUE), θ =

2 el vector
de parámetros, η el vector de términos de error y
X una matriz con 0’s y 1’s, denominada matriz de
diseño.

Según se dijo, la parametrización Sigma-res-
trictiva es frecuentemente usada en el contexto del
análisis de la varianza. Por su parte, en el ámbito
de la biología pesquera, al considerar el problema
de la estimación de poderes de pesca relativos, se
suele usar, teniendo en cuenta su simpleza intuiti-
va, la denominada parametrización con niveles
estándar. En este tipo de parametrización,  los
parámetros del modelo son referidos a los paráme-
tros correspondientes a: una categoría de barco
(categoría de eslora, HP, etc.), un área, un mes y
un año, considerados como estándar. Para esta
parametrización, por ejemplo, el parámetro μ'

representa la media de los logaritmos de las CPUE
(de los valores positivos), para la categoría de bar-
cos, el área, el mes y el año estándar. Esta parame-
trización puede expresarse, al igual que la Sigma-
restrictiva, como un conjunto de restricciones
sobre los parámetros del modelo original (8). Lo
importante a remarcar, es que los resultados obte-
nidos en este trabajo son independiente del tipo de
parametrización considerada.
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Modelo para la proporción de valores de den-
sidad positivos

Para modelar la proporción de valores de densi-
dad positivos en la celda (a,m,t), , considera-
mos el MLG con distribución binomial y función
de enlace logit, el cual se expresa en la forma:

(15)

Satisfaciendo los parámetros del modelo (15)
las restricciones Sigma-restrictivas:

para 1 ≤ a ≤ na, 1 ≤ m ≤ nm, 1 ≤ t ≤ nt

para 1 ≤ m ≤ nm, 1 ≤ a ≤ na

para 1 ≤ t ≤ nt, 1 ≤ a ≤ na

para 1 ≤ t ≤ nt, 1 ≤ m ≤ nm (16)

a los efectos de que sean estimables.
Despejando de (15) , se obtiene el modelo

logístico en forma explícita, el cual está dado por:

Densidad media anual

En Hernández y Perrotta (2006) se consideró
solo el submodelo correspondiente a los valores
de CPUE positivos y se planteó el problema de
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obtener un índice de abundancia proporcional al
parámetro del modelo (9). Estos autores
demostraron que bajo la presencia de interaccio-
nes con el factor Año en el modelo (12), el índice

, definido en términos del efecto princi-
pal asociado con el factor Año, , deja de ser pro-
porcional al parámetro objetivo .

Lo que queremos determinar es cual podría ser
una definición alternativa de lo que denominamos
“densidad media anual” y que corresponda a la
densidad media involucrando densidades positi-
vas y nulas. 

Consideremos primero el caso general y deno-
minemos a la densidad media, en el área a,
en el momento s del año, durante el año t. En
principio, la densidad media en el área total, en el
momento s del año, durante el año t, está definida
naturalmente a partir de:

(18)

siendo wa = , con la superficie del
área Aa y

la superficie del área total.
De esta forma, una definición natural y plausi-

ble para la densidad media anual está dada a par-
tir de:

(19)

donde s lo expresamos en años.
Y por lo tanto, teniendo en cuenta (18) y (19)

obtenemos:
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Veamos ahora la forma que toma (20) si dividi-
mos el año en nm intervalos de tiempo de ampli-
tud Δ, siendo nm Δ = 1 y hacemos la suposición
que (se mantiene la densidad
media) y además que (se man-
tiene la proporción de valores no nulos), para
todo s y s', s ≠ s', dentro del intervalo (m − 1) Δ
≤ s ≤ m Δ. Observar que las suposiciones hechas
no implican que la distribución espacial del recur-
so deba permanecer invariante dentro de cada
intervalo de tiempo, ésta es una condición sufi-
ciente, muy fuerte, pero no es necesaria. De esta
forma, le damos al recurso la posibilidad de
moverse dentro de cada área, solo pedimos que se
mantenga la densidad media y la proporción de
área con densidad no nula. Teniendo en cuenta
esto, en la medida de lo posible, ya que muchas
veces los datos disponibles no permiten hacerlo,
los intervalos de tiempo deberían ser lo mas estre-
chos que puedan definirse, influyendo en esto
también las características de movilidad del
recurso considerado dentro de cada área.

Hechas estas aclaraciones y siguiendo con el
razonamiento, en principio tenemos que:

(21)

además, de acuerdo con lo supuesto, tenemos
que:

(22)

Teniendo en cuenta (20), (21) y (22), tenemos
por último que:

(23)
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El parámetro está definido en la forma más
simple e intuitiva posible y se ajusta al concepto
de densidad media anual en forma natural. Cons-
tituye por lo tanto el parámetro objetivo a la hora
de definir un índice anual de abundancia.

Si tenemos en cuenta la descomposición (5) de
la densidad media y las suposiciones hechas con
respecto a la densidad media y la proporción de
valores no nulos, tenemos en principio que

y reemplazando esta expresión
en (23), obtenemos:

(24)

A partir del segundo miembro de (24) vemos
que un estimador del parámetro objetivo ,
debe incluir la estimación de teniendo en
cuenta el Modelo Logístico (17) y la estimación
de a partir del Modelo Lognormal (9) con-
venientemente linealizado y parametrizado.

Cálculo del índice de la densidad media anual
según la bibliografía sobre el tema

Teniendo en cuenta la denominada aproxima-
ción delta-lognormal, es común que se plantee
como índice anual de abundancia, al producto de
la probabilidad de captura no nula durante el año
t, por un índice de densidad para el año t conside-
rando los valores de captura positivos (Maunder y
Punt, 2004). En términos matemáticos, lo que se
plantea, basado en la extrapolación de la relación
(5) (que considerada en términos del año pierde
sentido físico), es definir el índice de abundancia
para el año t a partir de:

(25)

En la aproximación delta, para calcular en
general se considera un MLG con distribución
binomial y función de enlace logit, incluyendo en
el predictor lineal el factor Año. Por su parte, para
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calcular se considera un MLG sobre los loga-
ritmos de los valores de CPUE positivos y se
incluye también en el modelo el factor Año. A
partir de estos modelos se calculan y en
función del efecto año, definiendo:

(26.1)

(26.2)

donde μπ, y μ', son las constantes y los efec-
tos principales asociados con el factor Año, res-
pectivamente, incluidos en los predictores lineales
de los correspondientes modelos considerados.

Se puede demostrar (Apéndice A) que las
condiciones suficientes para que el índice

, definido en (25), (26.1) y (26.2), sea
proporcional a la abundancia media anual ,
definida en (24), son: 

1) Que las interacciones con el factor Año del
modelo (11) sean nulas, esto es, (αδ)bt = 0,
(βδ)at = 0, (γδ)mt = 0 , para todo b, a, m y t.

2) Que
= 0, para todo a, m y t, en el modelo

(15).

Como se puede ver en (1) y (2), las condicio-
nes suficientes para que It sea proporcional a
son altamente restrictivas.

Índice anual de abundancia

Como ya se ha dicho, el parámetro objetivo,
descriptivo de la abundancia anual del recurso, es
el que hemos denominado y que está dado
por la ecuación (24). De esta forma, un índice
anual de la abundancia estará dado por cualquier
índice que sea proporcional a . Teniendo en
cuenta la expresión (24), definiremos como índi-
ce ponderado anual de abundancia a:

td+
tp+

tp+ 1
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(27)

En la expresión (27) está dado por del
Modelo Logístico (17). Por su parte se defi-
ne a partir de:

(28)

Se puede demostrar (Apéndice B) que:

(29)

siendo:

(30)

con:

(31)

De acuerdo con (30) y (31) vemos que ψa
ψm y ψt dependen de las interacciones del factor
Barco con los factores, Área, Mes y Año, respec-
tivamente. Teniendo en cuenta (29), (30) y (31) se
ve inmediatamente que en caso de que estas inter-
acciones sean nulas, entonces se satisface que ψa
= ψm = ψt = 1 y por lo tanto:

. (32)
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De donde se deduce que ante la ausencia de las
interacciones del factor Barco, con los factores
Área, Mes y Año, el índice pasa a ser propor-
cional al parámetro objetivo que representa la
abundancia media anual, esto es:

(33)

Y por lo tanto puede ser utilizado como des-
criptor de las variaciones anuales de la abundan-
cia del recurso considerado.

Teniendo en cuenta (29), debe observarse que
al utilizar el índice , las interacciones que pue-
den llegar a malograr el comportamiento del índi-
ce como indicador de las fluctuaciones anuales de
abundancia del recurso, son las relacionadas con
la flota: Barco × Año, Barco × Área, Barco × Mes.
Por su parte, las interacciones: Área × Mes, Área
× Año y Mes × Año, no afectan el comportamien-
to de . Vemos entonces, que el enfoque consi-
derado en este trabajo permite abordar de una
forma clara y consistente el problema de la
influencia de las interacciones sobre el índice
anual de abundancia. Considerando (dado por
(24)), como parámetro objetivo e (dado por
(27)) como índice anual de abundancia, se ve que
son las interacciones relacionadas con el “mues-
treador” (Barco) y no las interacciones relaciona-
das con el comportamiento espacio temporal del
recurso, las que terminan teniendo influencia en la
performance del índice para describir las fluctua-
ciones anuales reales de la abundancia. Esto acla-
ra totalmente el problema y nos hace ver que, fun-
damentalmente, lo que debemos discutir y consi-
derar a la hora de ponernos a calcular el  índice, es
qué estratos de la flota serán los más representati-
vos para describir las fluctuaciones anuales reales
de la abundancia del recurso considerado y que
por lo tanto incluiremos en nuestro análisis. 

Estrato patrón o flota muestreadora

Un caso particular es cuando consideramos un
solo estrato denominado “estrato patrón” o “flota

w
tI � w

tD .

w
tI

w
tD

w
tI

w
tI

w
tI

w
tI

w
tD

muestreadora”, esto es un estrato de la flota direc-
cionado hacia la especie o stock que constituye el
recurso objetivo y que además se lo captura en la
totalidad de su área de distribución. Este estrato
de flota aporta datos respecto de las posibles fluc-
tuaciones de la abundancia de la especie objetivo.
De forma similar, en especies que puedan consi-
derarse como bycatch, la elección de la flota
muestredora es crítica ya que los datos colectados
deben provenir de la totalidad del área de distri-
bución de la especie o stock en cuestión.

En este caso el modelo (9) se escribe en la
forma:

(34)

siendo p el poder de pesca del estrato patrón y
pa, pm y pt coeficientes que permiten que p se
modifique dependiendo del área, mes y año bajo
consideración. Si se analiza la ecuación (34) se
puede ver que los efectos principales correspon-
dientes a los factores Área, Mes y Año, están
confundidos. Esto es, es imposible separar el
efecto del poder de pesca correspondiente a una
dada área, de la abundancia de la misma y lo
mismo pasa con el mes y con el año. Observar
que en el modelo (34) estamos obligados a con-
siderar , como los efectos
principales correspondientes a los factores Área,
Mes y Año, sin poder separar el “efecto barco”
del “efecto abundancia”.

Ahora bien, si en (34) asumimos que el poder
de pesca del estrato patrón no depende del área,
del mes y del año, esto es, que el “estrato patrón”
pesca de la misma forma en cada área y cada mes
y esto se mantiene a lo largo de los años, entonces
se puede considerar pa pm pt = 1 y por lo tanto
(34) se rescribe como:

(35)

y en la escala logarítmica:
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(36)

que en términos de la parametrización Sigma-res-
trictiva se expresa como:

(37)

Igualando (36) y (37), promediando sobre i y
tomando esperanza matemática sobre el término
de error, tenemos que:

(38)

Si como antes definimos el índice corres-
pondiente al área a, al mes m y al año t, a partir
de (28), vemos de acuerdo con (38), a la defini-
ción de y a la definición obvia de α, que:

(39)

De esta forma, a partir de (39), teniendo en
cuenta la definición de dada en (27) y la defi-
nición de dada en (24), vemos que se satisfa-
ce que:

(40)

Campaña de investigación

En una campaña de investigación el muestrea-
dor es un BIP utilizado para efectuar el monitoreo
anual del recurso. En estos casos, generalmente,
las campañas se realizan en un “mes” específico
y por lo tanto el factor Mes no está presente en el
diseño ni en el modelo. En este caso entonces el
modelo (9) se reescribe en la forma (seguimos
considerando el CPUE pero también se podría
considerar la densidad):
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(41)

siendo p el poder de pesca del BIP considerado en
el mes m* de la campaña y pa, pt coeficientes que
permiten que p se modifique dependiendo del
área y año bajo consideración. En (41) debe
tenerse en cuenta que:

(42)

representa ahora la densidad media de las densi-
dades positivas en el área a y el año t, correspon-
diente al mes m*, si bien en la notación simplifi-
cada utilizada (a los efectos de no tornar compleja
la notación) no se hace referencia al mes m* en
consideración.

Ahora bien, si en (41) asumimos que el poder
de pesca del BIP no depende del área y del año,
esto es, el BIP pesca de la misma forma en cada
área y esto se mantiene a lo largo de los años,
entonces se puede considerar pa pt = 1 y por lo
tanto (41) se rescribe como:

(43)

y en la escala logarítmica:

(44)

y en términos de la parametrización Sigma-res-
trictiva:

(45)

Igualando (44) y (45), promediando sobre i y
tomando esperanza matemática sobre el término
de error, tenemos que:

(46)

La expresión análoga a (28) será ahora:

(47)
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y el índice de abundancia que consideraremos,
análogo a (27), es:

(48)

siendo ahora un índice anual de la abundancia
en el mes m∗.

De acuerdo con (46), a la definición obvia de α
y a la definición de dada en (42), tenemos
que:

(49)

Por otra parte, la expresión análoga a , dada
en (24), correspondiente al caso en que la densi-
dad considerada es la densidad anual media para
un mes m∗ específico, está dada por:

(50)

De esta forma, a partir de (49), teniendo en
cuenta la definición de dada en (48) y la defi-
nición de dada en (50), vemos que se satisfa-
ce que:

(51)

Caso particular cuando la proporción de ceros
es despreciable

Si la proporción de ceros es despreciable, con
lo cual podríamos considerar ≅ 1, entonces
la densidad media anual se reduce a:

(52)

y el índice pasa a ser:
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(53)

Obviamente sigue valiendo la condición de
que si las interacciones con el factor Barco son
nulas, entonces el índice (53) es proporcional a la
densidad media anual , dada en (52).

Lo interesante en este caso (proporción de
ceros despreciable) es la existencia de un índice
simple alternativo, dado por:

(54)

donde y son la constante y el parámetro
asociado al año t, respectivamente, del Modelo
Lognormal (12).

Se puede demostrar matemáticamente, que It
es proporcional a , en la medida que las inter-
acciones con el factor Año del modelo (11)
(Barco × Año, Área × Año, Mes × Año) sean
nulas (Hernández y Perrotta, 2006).

Incorporación de factores categóricos suple-
mentarios y covariables continuas en el mode-
lo para los valores de CPUE positivos

Además de los factores considerados en los
modelos (9) y (12) para los rendimientos positi-
vos, pueden incorporarse covariables continuas
(ambientales, estructurales u operativas) y facto-
res categóricos suplementarios o cofactores, que
permitan explicar un porcentaje significativo de
devianza, reduciendo de esta forma la devianza
residual y mejorando el ajuste del modelo a los
datos. 

A los efectos de simplicidad en la notación
consideraremos la incorporación de un solo
cofactor F y de una sola covariable x1 y en prin-
cipio reescribiremos la ecuación (1) de Gulland
en una forma más general, incorporando el factor
F, teniendo entonces:

(55)
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siendo f uno de los niveles del cofactor F, con 1
≤ f ≤ nF.

Ahora bien, podemos escribir:

(56)

siendo 
Y entonces, rescribimos (55) en la forma:

(57)

Debe observarse que al aparecer explícitamen-
te en el poder de pesca el índice i, correspondien-
te al lance, estamos considerando la posibilidad
de que el poder de pesca dependa de cofactores y
covariables locales que tengan que ver con carac-
terísticas ambientales o estructurales y operativas
del buque en consideración. La idea, por lo tanto,
es introducir el cofactor F y la covariable x1 a los
efectos de explicar parte de la variación del poder
de pesca y eliminar los efectos de esta variación
sobre el índice de abundancia, para que de esta
forma se manifiesten en el índice las variaciones
temporales reales de la abundancia del recurso. A
tal efecto planteamos la siguiente relación entre el
poder de pesca y la covariable:

(58)

Teniendo en cuenta (57) y (58) tenemos enton-
ces que:

(59)

siendo .
Tomando logaritmo natural en ambos miem-

bros de (59) y reordenando términos, tenemos
que:

(60) 
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Por su parte, si factorizamos ϕbamtf en la forma:

ϕbamtf = ϕb ϕba ϕbm ϕbt ϕf (61)

(incorporando solo el efecto principal, ϕf, del
cofactor F) y mantenemos la factorización:   

(62)

entonces incorporando (61) y (62) en (60) y reor-
denando términos, podemos reescribir el modelo
(60) en la forma:

(63)

siendo: 

(64)

En (63) hemos considerado la notación con el
supraíndice Fx1, para denotar que ahora en el
modelo se han incorporado el cofactor F y la cova-
riable x1. No obstante, debe observarse que en el
modelo (63) algunos parámetros dependen de la
inclusión en el mismo del cofactor F y la covariable
x1 (los parámetros asociados con el poder de pesca)
y otros parámetros no (los parámetros relacionados
con la densidad media). Teniendo en cuenta esto
último se puede establecer que si en el modelo (63)
se tiene , para
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todo b, a, m, t, entonces, y por lo tanto
(Apéndice B). 

Debe observarse que al introducir el cofactor F
y la covariable x1, las nuevas interacciones con el
factor Barco pueden dejar de ser significativas y
esto determinar que se satisfagan entonces las
condiciones que permiten considerar al índice de
abundancia ponderado, proporcional a la abun-
dancia media anual del recurso. En última instan-
cia, más que hacer suposiciones, se debe conside-
rar el modelo con el cofactor F y la covariable x1

y someter las interacciones con el factor Barco a
contrastación estadística.

Debe observarse que en el modelo (63) esta-
mos suponiendo que el coeficiente de regresión
parcial, θ1, es el mismo en todas las celdas
(b,a,m,t), esto es, que hay una pendiente común
homogénea, independientemente del barco, área,
mes o año considerado. Este supuesto se puede
relajar y extender el modelo (63) haciendo depen-
der la pendiente  de los niveles de los factores
categóricos Barco, Área, Mes y Año. El modelo
con pendientes heterogéneas requiere de una
notación más compleja que la utilizada al definir
el modelo (63) y más allá de que no es nuestra
intención complejizar la notación innecesaria-
mente, no lo presentamos fundamentalmente por-
que el tema en sí es cómo implementar el modelo
con pendientes heterogéneas en la práctica. Lo
que podemos decir es que esto dependerá del pro-
grama de cálculo utilizado para efectuar el análi-
sis de los datos, por ejemplo, en el programa Sta-
tistica 8.0 una forma de hacer depender las pen-
dientes de los niveles de los factores categóricos
es definir interacciones entre los factores categó-
ricos y las covariables continuas e incluir éstas
interacciones en la definición del modelo. 

En caso de incorporar otros cofactores, G, H,…,
y otras covariables x2, x3,…, que puedan explicar
parte de la variabilidad en los CPUE generada por
cambios en el poder de pesca, deberían incorporar-
se los efectos principales de los cofactores, φg,
φh,…, y los términos
,…, en el Modelo Lineal (63).

�amt
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Incorporación de covariables continuas en el
Modelo Logit

Para el caso del modelo (15) supongamos que se
miden en cada lance las covariables xπ1, xπ2,…,
xπp, de forma tal que el modelo (15) lo reescribi-
mos como:

(65)

siendo:

(66)

(x1, x2): probabilidad de densidad positiva,
dentro de la celda (a,m,t), correspondiente a los
valores
de las covariables en el punto de coordenadas (x1,
x2) dentro del área Aa;

: coeficiente de regresión parcial asociado con
la covariable k-ésima;

(x1, x2): valor de la covariable k-ésima, en el
punto de coordenadas (x1, x2) dentro del área Aa,
en la celda (a,m,t).

En (65) y (66), se utiliza el símbolo “x” como
supra-índice para indicar en forma explícita que
los valores de los parámetros que definen ,
dependen de las covariables incorporadas en el
modelo. Además estos parámetros están sujetos a
la parametrización Sigma-restrictiva, como se
define en (16).

En el Apéndice C se demuestra que una apro-
ximación a la probabilidad de captura positiva en
la celda (a,m,t), esto es , está dada a partir de:
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(67)

siendo el valor medio de la covariable k-
ésima en la celda (a,m,t), los cuales deben ser
conocidos en todas las celdas (a,m,t). Esto puede
generar problemas de indeterminaciones numéri-
cas, en los casos en que en los datos no estén pre-
sentes todas las combinaciones posibles de los
niveles de los factores Área, Mes y Año. Esto
podría llevarnos a tener que reconsiderar la dis-
cretización de los factores Área y Mes, a los efec-
tos de lograr la presencia en los datos de todas las
combinaciones posibles. En el peor de los casos
deberíamos reconsiderar la inclusión de las cova-
riables en el Modelo Logístico. 

Debe observarse que, al incluir covariables
cuyos valores dependen de coordenadas espacia-
les y considerar intervalos discretos de tiempo
dentro de cada año (factor Mes), para establecer
(67) tenemos que imponer una condición de inva-
rianza que en principio puede expresarse en la
siguiente forma:

(68)

para todo s y s', s ≠ s', dentro del intervalo (m − 1)
Δ ≤ s ≤ m Δ.

La condición de invarianza planteada en (68)
se satisface, en particular, cuando la distribución
espacial del recurso es invariante en todo momen-
to dentro del mes m. No obstante esta última es
una condición de invarianza muy fuerte, que si
bien es suficiente para que se satisfaga (68), no es
necesaria. Teniendo en cuenta lo demostrado en
la primer parte del Apéndice C, se verá que la
condición de invarianza (68) es equivalente a
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pedir que la proporción de captura positiva sea la
misma, independiente del momento considerado
dentro del mes m, esto es, la condición (68) es
equivalente a pedir que para
todo s y s', s ≠ s', dentro del intervalo (m − 1) Δ
≤ s ≤ m Δ. De esta forma, se ve que la condición
(68) no es tan exigente como podría parecer en
primera instancia.

Estimador del índice , varianza e intervalos
de confianza

En lo que sigue, a los efectos de  no compleji-
zar la notación utilizada, consideraremos que los
modelos para las CPUE positivas y para la pro-
porción de valores de densidad positivos, son los
que denominaremos Modelos Canónicos, dados
por (12) y (15), respectivamente. Incluyendo los
mismos, los factores Barco, Área, Mes y Año en
el caso del modelo (12) y Área, Mes y Año en el
caso del modelo (15). A su vez desarrollaremos el
caso en que se incorpore una sola covariable
xbamti, para el modelo (12). La generalización a
casos más complejos es inmediata. 

Por la propiedad de invarianza de los estima-
dores de Máxima Verosimilitud (Mood y Gray-
bill, 1963), los correspondientes estimadores de
Máxima Verosimilitud de e están dados
por:

(69)

(70)

donde con indicamos al estimador de Máxima
Verosimilitud del parámetro θ.

Por la misma propiedad de invarianza, el esti-
mador de Máxima Verosimilitud del índice
está dado por:
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(71)

Si se dispone de una plataforma de programa-
ción (por ejemplo, el R) que permita efectuar en
forma simple la estimación por Máxima Verosi-
militud de los parámetros de MLG y MLGs, se
pueden considerar métodos computacionalmente
intensivos como el bootstrap (Efron, 1982), para
calcular desvíos estándar, intervalos de confian-
za, percentiles, etc., del índice de abundancia
ponderado. 

En principio, debemos introducir cierta nota-
ción a los efectos de definir el procedimiento de
remuestreo en forma clara. 

La muestra inicial la podemos considerar como
el conjunto de las muestras correspondientes a
cada celda (b,a,m,t) no vacía, esto es:

, 

para toda celda (b,a,m,t) no vacía (72)

siendo:

(73)

La correspondiente muestra de remuestreo
(bootstrap sample), la escribimos:

(74)

Y por lo tanto la muestra total de remuestreo esta-
rá dada por:

,

para toda celda (b,a,m,t) no vacía. (75)

Cada valor de remuestreo de la variable res-
puesta, , tiene asociado los correspondientes
valores de las covariables, para el modelo
(12) y para el modelo (15). De esta forma,
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cada vez que se selecciona un valor de la variable
respuesta de la muestra Mbamt, se obtiene el
correspondiente valor de la muestra de remues-
treo y los correspondientes valores de las
covariables, esto es: , , .

Hechas estas aclaraciones, el procedimiento
completo de remuestreo lo podemos plantear de
la siguiente forma:

1) Remuestrear M y obtener M ∗ y en lo que sigue
considerar como base de datos de trabajo a M ∗,
incluyendo los correspondientes valores de las
covariables.

2) Obtener los las estimaciones de Máxima Vero-
similitud de los parámetros de los modelos log-
normal (12) con el agregado de la covariable
ln( ) y el Modelo Logístico (15) con el
agregado de la covariable .

3) Calcular e a partir de (69) y (70).
4) Calcular la estimación del índice anual de

abundancia, a partir de (71).
5) Almacenar el valor de .
6) Repetir 1 a 5 un número predeterminado de

veces (1.000 o 2.000 veces).

Debe observarse que en caso, por ejemplo, de
incluir un factor suplementario F, la celda básica
de remuestreo será ahora (b,a,m,t, f ).

Estimación del índice de abundancia anual sin

la utilización del Modelo Logístico

El índice de abundancia media anual lo calcu-
lamos a partir de la expresión (71), en donde las
probabilidades las estimamos a partir del
Modelo Logístico Canónico (15). No obstante
existe otra posibilidad de estimar el índice de
abundancia media anual, que prescinde del
Modelo Logístico (15), considerando a tal efecto
las probabilidades estimadas a partir de las
proporciones observadas de capturas positivas
dentro de cada celda (a,m,t), a las cuales denomi-
naremos y que se calculan a partir de:
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(76)

siendo y namt el número total de lances con
captura positiva y el número total de lances efec-
tuados, en la celda (a,m,t), respectivamente,
correspondientes a todos los estratos de flota con-
siderados en el análisis.

Teniendo en cuenta (76) podemos definir un
índice empírico de la abundancia media anual a
partir de:

(77)

En el caso en el cual no existan celdas (a,m,t)
vacías (que determinarían el desconocimiento de

en las mismas), el índice empírico (77)
puede utilizarse sin inconvenientes y puede,
eventualmente, ser más adecuado que el índice
definido en (71), que requiere el uso de las proba-
bilidades calculadas a partir del modelo
(15), quedando de esta forma su comportamiento
condicionado a la buena performance de éste
modelo, que en su definición implica asumir un
conjunto de supuestos que no necesariamente tie-
nen porque ser ciertos en todos los casos.

Para el cálculo de la varianza y de los intervalos
de confianza del índice empírico definido en
(77) se puede considerar el método de bootstrap,
ya definido para el índice , con pequeñas
variantes. El procedimiento de remuestreo modifi-
cado es el siguiente:

1) Remuestrear M y obtener M ∗ y en lo que sigue
considerar como base de datos de trabajo a M ∗,
incluyendo los correspondientes valores de las
covariables.

2) Obtener los las estimaciones de Máxima Vero-
similitud de los parámetros de los modelos log-
normal (12) con el agregado de la covariable
ln( ).

3) Calcular e a partir de (76) y (70).
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4) Calcular la estimación del índice anual de
abundancia, a partir de (77).

5) Almacenar el valor de .
6) Repetir 1 a 5 un número predeterminado de

veces (1.000 o 2.000 veces).

Ejemplo de aplicación

Descripción de la especie y de la pesquería
El gatuzo (Mustelus schmitti) es un tiburón

demersal-bentónico que alcanza una talla máxima
de 105 cm (Menni, 1985), predominante dentro
del conjunto de peces cartilaginosos presentes en
el Mar Argentino. Se distribuye en el Océano
Atlántico Sudoccidental entre 22° S (Brasil) y 47°
45’ S (Argentina), desde zonas costeras hasta
120 m de profundidad (Massa et al., 2004). Sin
embargo, la abundancia en el sur de Brasil ha
decrecido (Voorem et al., 2005) sin presencia de
reportes de desembarques anuales en la estadísti-
ca internacional durante el período 2000-2012
(FAO, 2014). La misma tendencia decreciente se
evidencia también en los desembarques urugua-
yos declarados en la misma fuente, de alrededor
de 1.000 t para el año 2000 a alrededor de 350 t
para 2012. Los desembarques argentinos declara-
dos de gatuzo variaron entre 10.000 y 12.000 t en
el período 1992-1999, y una disminución de apro-
ximadamente 7.500 t durante los años 2002-2005,
con un nuevo incremento a niveles de 10.000 t
aproximadamente en el período 2006-2008 (Sub-
secretaría de Pesca y Acuicultura, 2014 a). Luego
hubo disminuciones sucesivas hasta alcanzar
5.600 t en 2012. 

Esta especie es capturada principalmente en el
Ecosistema Costero Bonaerense (Lasta et al.,
2000; Fernández Aráoz, 2004; Massa et al., 2004)
entre 35° S y 41° S, en coincidencia con las prin-
cipales áreas de concentración en la plataforma
continental argentina, dentro de la pesquería cos-
tera multiespecífica con alrededor de otras 30
especies de peces óseos y cartilaginosos, conjun-
to habitualmente denominado “variado costero”.
Aunque diversas flotas pescan este conjunto ícti-
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co, mayoritariamente arrastreras con red de arras-
tre de fondo, la principal flota que captura gatuzo
es la costera (Massa et al., 2004), que conserva la
captura en cajones con hielo en escamas para su
posterior procesamiento en tierra. 

Durante 2008, último año del período conside-
rado en este trabajo, la corvina (Micropogonias
furnieri) y la pescadilla (Cynoscion guatucupa),
tradicionalmente las especies más importantes de
este conjunto, representaron el 23,2 y el 15,6% en
peso, respectivamente, del total desembarcado
del “variado costero” correspondiente al Ecosis-
tema Costero Bonaerense (Fernández Aráoz,
2009). El desembarque de gatuzo aportó 9% al
total, segundo en importancia de los condrictios
luego de un conjunto de rayas sin diferenciación
específica en el Parte de Pesca (PP). El PP consis-
te en una declaración jurada obligatoria, confec-
cionada por el capitán de cada embarcación al
finalizar cada viaje de pesca. En él se señalan
básicamente datos de captura por especie o grupo
de especies y esfuerzo pesquero asociado (núme-
ro de lances y horas de arrastre) en cada rectángu-
lo estadístico (RE), además de los datos de la
embarcación y fechas de la salida y entrada a
puerto. Esta información es la que conforma la
estadística pesquera oficial argentina. Cada RE
corresponde a un área de un grado de latitud por
uno de longitud, identificado con las coordenadas
del vértice superior derecho.

Elección de la flota muestreadora
Para este trabajo la flota arrastrera argentina,

que utiliza red de arrastre de fondo, se dividió en
tres estratos según su eslora: hasta 18 m, entre 18
y 25 m y buques con esloras mayores a 25 m. En
la Figura 1 se destacan con distintos símbolos,
los RE que fueron visitados por las distintas flo-
tas según su eslora, donde éstas declararon cap-
turas de gatuzo por lo menos una vez al año,
durante todos los años del período 2000-2008.
Puede observarse que la flota menor, debido a
sus características operacionales, tiene una
cobertura del área más cercana a la costa, mien-

tras que la flota de mayor eslora (> 25 m), duran-
te este período operó principalmente en los RE
correspondientes al sur del área de trabajo. Es
claro que la mayor cobertura del área de distribu-
ción del gatuzo, durante el período de trabajo, la
realizó la flota entre 18 y 25 m de eslora. Este
hecho es central para la elección de la flota
muestreadora, ya que los índices de abundancia
deben ser estimados considerando en lo posible,
la totalidad del área de distribución de la pobla-
ción o stock. Estos índices habitualmente se uti-
lizan luego para calibrar modelos de evaluación
y se suponen proporcionales a la biomasa del
efectivo o población, principalmente en especies
de las que se carecen de índices de abundancia
poblacionales independientes de la flota comer-
cial, o sea estimados a partir de campañas de
investigación. No deberían existir concentracio-
nes por fuera de las áreas involucradas en la
modelización, a menos que éstas puedan consi-
derarse fehacientemente como poco representati-
vas o despreciables a los cambios de abundancia
del efectivo o población (Campbell,  2004, 2015;
Carruthers et al., 2011). 

Selección del área de trabajo
Como se mencionó anteriormente, el área de

trabajo se presenta en la Figura 1. El criterio seña-
lado para la elección de la flota muestreadora,
indica por sí la extensión del área de distribución
de la especie. Pero además, según los anteceden-
tes, el área de la Figura 1 contiene las principales
zonas de concentración de gatuzo, gran parte del
área de distribución de la especie (como ya fuera
mencionado en la introducción respecto de Brasil
y Uruguay) y de operación de la flota comercial
en las áreas costeras del Uruguay y de la Argenti-
na, Zona Común de Pesca Argentino-Uruguaya
(ZCPAU) y Mar Argentino hasta 42° S (Massa et
al., 2004). Los registros disponibles correspon-
dientes al sur del área delimitada en la Figura 1
fueron eliminados, según antecedentes que seña-
lan que las capturas al sur de 42° S representaron
menos del 5% del total anual durante el período
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1992-2008 (Pérez et al., 2011). Cabe señalar que
de esta manera queda establecido el criterio para
seleccionar aquellos registros sin capturas de
gatuzo (nulos), es decir aquellos  correspondien-
tes a la flota muestreadora en el área establecida
en la Figura 1 que no declararon captura de gatu-
zo. Pero para evitar posibles presencias de regis-
tros tipificados como nulos, pero que se hayan
producido por falencias en la declaración en el PP
por parte de los capitanes de los buques comer-
ciales (por ejemplo, descartes), adicionalmente
fueron eliminados los registros nulos de aquellos
buques correspondientes a la flota muestreadora,
que no hubieran declarado capturas de gatuzo por
lo menos una vez al año, a lo largo de cada año
del período.

Elección del período de trabajo
El período de trabajo considerado fue 2000-

2008. A partir del año 2000 la flota muestreadora
(18 a 25 m de eslora) desembarcó las mayores
capturas anuales de gatuzo, que anteriormente
habían sido similares o aún inferiores a las co-
rrespondientes a los buques de mayor eslora
(> 25 m). Esto es coincidente, con un mayor
número de registros con declaración de capturas
de gatuzo por parte de la flota muestreadora, res-
pecto de los buques más grandes (Pérez et al.,
2011). El año 2008 fue considerado como de fina-
lización del período de trabajo debido a un cam-
bio en el formulario del PP a partir de 2009 (Sub-
secretaría de Pesca y Acuicultura, 2014 b). En la
Tabla 1 se presenta el porcentaje de las capturas
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Figura 1. Área considerada para estimar los índices de abundancia de gatuzo en el período 2000-2008. Rectángulos estadísticos
(RE) con presencia anual de los distintos estratos de flota según la eslora. Los RE sombreados carecen de datos en alguna
interacción con los factores canónicos Año y Trimestre.

Figure 1. Area considered to estimate patagonian smoothhound abundance indices in the 2000-2008 period. Statistical rectan-
gles (RE) with annual presence of the different fleet strata according to length. The shaded RE lack data in any of the
interactions with the Year and Quarter canonical factors.
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declaradas correspondientes a la flota muestrea-
dora en el área de trabajo, respecto de la captura
total anual de la especie declarada por la flota
comercial argentina. El gatuzo representó en pro-
medio alrededor de un 48% en todo el período. 

Datos básicos

La base de datos se confeccionó a partir de los
PP provistos por el Centro de Cómputos del
INIDEP. Cada registro de la base en el área y perí-
odo, correspondiente a la flota muestreadora, estu-
vo compuesto por: año, tipo de flota, matrícula del
buque, nombre del buque, eslora, potencia del
motor principal en HP, TRB (tonelaje de registro
bruto), capacidad de bodega (m3), velocidad de
arrastre (nudos) declarada por cada embarcación,
posición (RE), fecha de zarpada y arribo, mes
(establecido según fecha de arribo), tipo de fondo,
estado del tiempo (escala Beaufort), captura decla-
rada de todas las especies (kg) en el RE, captura
declarada de gatuzo (kg) en el RE, tiempo de pesca
(h) y código numérico de la especie de mayor cap-
tura declarada. Además, a cada registro se le asignó
una temperatura semanal de superficie del mar

(correspondiente al día miércoles de cada semana)
según el RE señalado en el PP como área de captu-
ra, temperatura disponible a partir de la base de
datos de la agencia gubernamental de los EE.UU.,
NOAA (http://www.esrl.noaa.gov/psd/data/grid-
ded/datanoaa.oisst.v2.html). Por lo tanto, a cada
registro se lo adjudicó a una semana considerada de
domingo a sábado según su fecha de desembarque. 

No se consideraron los registros correspondien-
tes a los buques tipificados como congeladores,
por ser una flota minoritaria respecto de su activi-
dad sobre la especie (Massa et al., 2004). En un
primer filtrado fueron descartados aquellos regis-
tros correspondientes a la flota muestreadora, que
no consignaban alguno de los datos señalados en
el párrafo anterior. También fueron descartados
aquellos registros que se consideraron como pesca
dirigida a las especies pelágicas anchoíta (En-
graulis anchoita) y caballa (Scomber japonicus),
por figurar en los registros como las especies de
mayor captura declarada, aunque los buques
hayan operado con red de arrastre de fondo. 

Luego de los filtrados, el número de registros
utilizados para el ajuste de los modelos fue de
11.849.

En la Figura 2 se presentan las CPUE prome-
dios observadas de gatuzo y las proporciones
observadas de registros positivos, es decir con
presencia declarada de gatuzo en las capturas, por
Año, Trimestre y RE. En la Figura 3 se indican el
número de los registros, evidentemente no balan-
ceados, para la combinación de los factores canó-
nicos señalados (Año, Trimestre y RE) que fueron
utilizados para el ajuste de los modelos. Se evi-
dencia cierto incremento de los registros corres-
pondientes con la parte norteña del área de trabajo
hacia el final del período. Esto marcaría cierta ten-
dencia a un cambio en el comportamiento de la
flota respecto de la dinámica de las áreas de pesca. 

Además, para la estimación de los índices pon-
derados por el área, las superficies de los RE por
grado de latitud se calcularon mediante el progra-
ma Phyton (Phyton Software Foundation, V.
2.7.8, 2014). 
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Tabla 1. Captura de gatuzo declarada por la flota muestrea-
dora en el área de trabajo (en porcentaje) respecto de
la captura total anual. Período 2000-2008.

Table 1. Patagonian smoothhound catch declared by the
sampler fleet in the work area (in percentage) with
respect to the total annual catch. 2000-2008 period.

Año                           Captura (%)

2000                               48,99
2001                               49,55
2002                               53,91
2003                               47,41
2004                               46,71
2005                               52,50
2006                               44,40
2007                               40,60
2008                               46,95



Variables consideradas en la modelización
A continuación se presentan las variables dis-

cretas (factores canónicos y cofactores) y conti-
nuas (covariables) consideradas en los modelos. 

Factores canónicos. REa: variable categórica
correspondiente al nivel a del factor Área (Figura
1, sin sombreado, para detalles ver el texto). 22
niveles. 

Trimestrem: variable categórica correspondien-

te al nivel m del factor Trimestre. Cuatro niveles.
Añot: variable categórica correspondiente al

nivel t del factor Año. Período 2000-2008, 9 nive-
les. Relativa a la fecha de arribo del buque.

Cofactores. Tipo_ fdoi: variable categórica
correspondiente al nivel i del factor Tipo de
fondo. Dos niveles. Fondo blando (arena, fango,
arena y fango) y Fondo duro (conchilla, pedrego-
so, rocoso).
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Figura 2. Valores observados de la proporción de registros con captura de gatuzo (Prop_pos) y de la captura por unidad de
esfuerzo promedio (CPUE_prom) (kg h-1) por año, trimestre y rectángulo estadístico (RE). 

Figure 2. Values observed of the proportion of records with patagonian smoothhound catch (Prop_ pos) and of catch per ava-
rage unit of effort (CPUE_ prom) (kg h-1) per year, quarter, and statistical rectangle (RE).
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Estado_ tiej: variable categórica correspondien-
te al nivel j del factor Estado del tiempo. Dos nive-
les. Bueno (correspondiente a escala Beaufort 0 a
3) y malo (correspondiente a escala Beaufort > 3).

Espk: variable categórica correspondiente al
nivel k del factor Especie. 28 niveles. Código
numérico de la especie de mayor captura declara-
da en cada registro.

Estos cofactores fueron considerados en el
Modelo Lognormal para explicar potenciales
variaciones en las CPUE, debidas a eventuales

cambios en las capturabilidades en cada opera-
ción de pesca. Cabe señalar que esta especie se
capturó mayoritariamente, durante el período de
trabajo, en conjunto con otras especies en la pes-
quería del “variado costero” o como bycatch
(Sánchez et al., 2011).

Variables continuas (covariables). Las variables
consideradas fueron: Temperatura de superficie
(Tsup), Potencia del motor principal (HP), Velo-
cidad de arrastre (Velarr). Tanto por las conside-
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Figura 3. Número de registros por año, trimestre y rectángulo estadístico (RE) utilizados para ajustar los modelos.
Figure 3. Number of records per year, quarter and statistical rectangle (RE) used to fit the models.
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raciones teóricas ya explicitadas, como por prue-
bas realizadas mediante GAM (detección de efec-
tos no lineales), estas variables fueron logaritmi-
zadas, mediante la aplicación del logaritmo natu-
ral. Cabe señalar que las tres variables continuas
fueron incorporadas en el Modelo Lognormal,
con el propósito de incluir potenciales efectos
debidos a los diferentes poderes de pesca de las
embarcaciones de la flota muestreadora asociados
a mayores áreas barridas (ln(HP)) y potenciales
efectos en la capturabilidad (ln(Tsup), ln(Velarr))
en cada operación de pesca. El ln(HP) fue incor-
porado luego de evaluar su correlación significa-
tiva con el resto de las variables “estructurales”
de las embarcaciones (TRB y Capacidad de bode-
ga), que por lo tanto, no fueron incorporadas
luego a los modelos. Además en el Modelo Logís-
tico, el ln(Tsup) fue incorporado debido a su
potencial relación con la presencia o ausencia de
gatuzo en cada operación de pesca.  

Modelización. El Modelo Lognormal con inter-
acciones de primer orden de los factores canóni-
cos se construyó como:

ln(CPUEamtijk) = μ + REa + Trimestrem + Añot
+ Tipo_fdoi + Estado_tiej + Espk

+ (RE × Trimestre)am + (RE × Año)at
+ (Trimestre × Año)mt + ln(HP) + ln(Velarr) 

+ ln(Tsup) + εamtijk

siendo:

CPUEamtijk:CPUE (kg h-1), expresado como kilo-
gramos de gatuzo por hora de arrastre correspon-
diente al área a, trimestre m, año t, tipo de fondo
i, estado del tiempo j, código de especie más cap-
turada k;
μ: constante del modelo;
εamtijk: término de error del modelo.

El Modelo Logístico con interacciones de pri-
mer orden de los factores canónicos e incluyendo
la covariable ln(Tsup), se construyó como:

ln(πamt ln(Tsup)/(1 − πamt ln(Tsup))) = μ + REa
+ Trimestrem + Añot

+ (RE × Trimestre)am CPUEamtijk (RE × Año)mt
+ (Trimestre × Año)mt + ln(Tsup)

siendo:

πamt ln(Tsup): probabilidad de registros positivos
correspondiente al área a, trimestre m, año t en el
valor ln(Tsup) de la temperatura de superficie. 

Selección de modelos

La selección de los modelos y variables se rea-
lizó mediante el criterio de información de Akai-
ke (AIC) (Burnham y Anderson, 2002). En las
Tablas 2 y 3 se presentan los distintos modelos
alternativos, con las variables explicativas consi-
deradas en cada uno de ellos, el R2 (o pseudo
R^2, estimado a partir de restar a la unidad el
cociente de los logaritmos de las verosimilitudes
máximas para el Modelo Logístico en considera-
ción y el Modelo Logístico incluyendo solo el
intercepto), los grados de libertad (GL), el loga-
ritmo de la verosimilitud de cada modelo
(logLik), el Delta (ΔAIC) y Peso de Akaike
(PesoAIC) (Burnham y Anderson, 2002). En la
Tabla 3 correspondiente al Modelo Lognormal se
presentan solo aquellos modelos con ΔAIC < 10.
En ambos casos la selección de modelos se reali-
zó a partir del Modelo Canónico, incluyendo las
interacciones de primer orden entre los factores.
En función de los criterios mencionados se selec-
cionaron los modelos 1 para el logístico (Tabla 2)
y el modelo 2 para el lognormal (Tabla 3). Ade-
más, ambos modelos resultaron estadísticamente
significativos mediante las pruebas de F (p <
0,0001) para el Modelo Lognormal y de Chi cua-
drado (p < 0,0001) para el Modelo Logístico.

Ajuste de los modelos

Tanto la selección de modelos, los ajustes, la
estimación de los índices de abundancia, como la

26 REV. INVEST. DESARR. PESQ. Nº 30: 5-41 (2017)
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construcción de los intervalos de confianza por
bootstrapping, se realizaron mediante el progra-
ma estadístico R (R Development Core Team, V.
3.0.2, 2013).

En la Figura 4 se presentan los valores obser-
vados y estimados en cada celda (RE, Trimestre,
Año) de las proporciones de registros positivos
con captura de gatuzo, observadas y estimadas
por el Modelo Logístico. En la Figura 5, de estas
proporciones también se observa la comparación
de los valores promedios anuales estimados pon-
derados por las áreas de los respectivos RE y los
correspondientes valores observados también
ponderados con la misma metodología (expresión
equivalente a la fórmula (23), pero sustituyendo
por las proporciones estimadas y observadas, res-
pectivamente). A pesar de la dispersión observada
en la Figura 4 de los valores de las proporciones
por celda, los valores observados ponderados
anuales evidencian un buen ajuste con los estima-

dos por el Modelo Logístico, con valores entre
0,6 y 0,8 aproximadamente.

Para visualizar el ajuste del Modelo Lognor-
mal, en la Figura 6 se presenta la normalidad de
los residuales “studentizados” (QQ Plot) y la falta
de tendencia en los mismos, lo que indicaría, ade-
más de un buen ajuste, homocedasticidad de los
errores.

Resultados y discusión del ejemplo de aplica-
ción

En la Figura 1, destacados, se señalan los RE
que no fueron considerados en el ajuste de los
modelos, debido a la falta de datos en alguna de las
interacciones de primer orden de los factores canó-
nicos que determinaron la imposibilidad de estimar
los coeficientes correspondientes. Por este hecho,
en relación con los restantes, puede inferirse que
estos RE pueden considerarse como distribución
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Figura 4. Comparación entre las proporciones observadas y estimadas de los registros con captura de gatuzo por celda.
Figure 4. Comparison between the proportions observed and estimated of the records with patagonian smoothhound catch per

cell.
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marginal de la especie coincidente con lo señalado
anteriormente. En una primera instancia, a estos se
los agrupó con algún RE próximo. Pero, debido a
la escasez de registros en éstos RE destacados y a
la consecuente duplicación del área de pondera-
ción, las tendencias de los índices de abundancia
anuales fueron sensibles a la agrupación de estos
RE. Ello fundamentó, en este caso, la decisión de
mantener la unidad espacial en RE sin agrupar.

En las Figuras 2 y 3 pueden observarse también
aquellas celdas vacías pero correspondientes a la
interacción de segundo orden (RE × Trimestre ×
Año) de los factores canónicos. Es importante des-
tacar que, al disponer de modelos ajustados (logís-
tico y lognormal), se pueden estimar tanto las pro-
porciones de registros positivos como las respecti-
vas CPUE en aquellas combinaciones canónicas
de segundo orden, a partir de los coeficientes esti-
mados de la interacción de primer orden. De esta
manera, pueden imputarse los coeficientes pro-

ducto de ambas estimaciones en las correspon-
dientes celdas sin datos, que fue el criterio adopta-
do para este trabajo. Otros criterios, aunque con la
misma finalidad, fueron señalados en Walters
(2003), Campbell (2004, 2015) y Carruthers et al.
(2011). Es necesaria dicha imputación debido a la
formulación del índice anual estimado (fórmula
(27)). Por otra parte, dichas imputaciones deben
realizarse para considerar los potenciales cambios
en la dinámica espacio-temporal de la flota mues-
treadora, que determine la inexistencia de datos
correspondiente a alguna celda canónica (área,
mes, año) durante algún lapso en el período de tra-
bajo (Walters, 2003; Campbell, 2004, 2015;
Carruthers et al., 2011), por características propias
de la actividad de la flota que potencialmente
podría no operar, por motivos comerciales u otros,
sobre concentraciones de peces existentes. Por
ésto, la estimación del índice se realizó en base a
la combinación de celdas canónicas (Figuras 2 y
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Figura 5. Comparación entre las proporciones promedio anuales observadas y estimadas de los registros con captura de gatuzo.
Figure 5. Comparison between the annual average proportions observed and estimated of the records with patagonian smooth-

hound catch.
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3) incorporando todas las imputaciones, a lo largo
de todo el período de trabajo.

En la Figura 7 se presenta la estimación del
índice de abundancia anual para el período 2000-
2008, con el correspondiente intervalo de con-
fianza estimado por bootstrapping, mediante 500
simulaciones. Dicha tendencia manifiesta una
disminución en la abundancia a partir del año
2002, aunque con una estimación correspondien-
te a 2003 más imprecisa que para el resto de los
años (Figura 7; Tabla 4). Cabe señalar que dicha
imprecisión se mantiene al incrementar el número
de simulaciones, lo que indicaría mayor variabili-
dad en las estimaciones correspondientes a ese
año, debido a una mayor presencia de combina-
ciones de celdas vacías y por lo tanto a ser esti-
madas por los modelos (Figuras 2 y 3).

Para evaluar el efecto de la inclusión de cofac-
tores y de covariables relacionadas principalmen-
te con cambios en las capturabilidades y los
poderes de pesca de las embarcaciones de la flota
muestreadora (ln(HP)), se estimaron los índices
de abundancia a partir de tres variaciones de los
modelos seleccionados: (a) solamente conside-
rando el Modelo Canónico sin cofactores ni
covariables (solamente factores RE, Trimestre y
Año, con sus interacciones de primer orden), (b)
los modelos lognormal y logístico seleccionados
con cofactores y covariables con cuyos coeficien-
tes se construyó el índice ponderado de abundan-
cia estandarizado anual y (c) una tercera versión
igual a la anterior pero sin la covariable ln(HP).
En la Figura 8 puede apreciarse que los índices
estimados únicamente con el Modelo Canónico
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Figura 6. Valor normal esperado de los residuales estandarizados del Modelo Lognormal seleccionado (A) y residuales crudos
versus los valores estimados del mismo modelo (B).

Figure 6. Normal expected value of the standarized residuals of the Lognormal Model selected (A) and raw residuals vs. the
estimated values of the same model (B).
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presentan las variaciones interanuales más extre-
mas. Al incorporar otras fuentes de variación en
el Modelo Lognormal, los cofactores (Tipo de
fondo y Especie) y las covariables (ln(HP),
ln(Tsup)) seleccionadas, las tendencias de los
índices son suavizadas y por lo tanto, éstas apor-
tarían a percibir variabilidad en el CPUE debido
a cambios tanto en las capturabilidades como en
los poderes de pesca de la flota muestreadora.
Estos cambios son centrales en la estandarización
del CPUE (Wilberg et al., 2010) y han sido des-
tacado de manera similar para pesquerías de otros
tiburones (Carvalho et al., 2014). Individualmen-
te, la incorporación del ln(HP) también parece
atenuar las tendencias, aunque no son muy
importantes en este caso, podrían ser más eviden-
tes en otras situaciones donde los cambios en los

poderes de pesca de los buques fueran mayores.
En este ejemplo de aplicación, solo se verificó un
aumento de alrededor del 4% en la potencia del
motor principal entre el primer y último año del
período. Es evidente que la incorporación de
información a partir de la inclusión en los mode-
los de cofactores y/o covariables, con la corres-
pondiente complejización de los mismos, contri-
buye a mejorar la estimación de los coeficientes
y por ende de los índices de abundancia (Camp-
bell, 2015). 

Las variables ambientales pueden afectar la
distribución espacial de los tiburones en el senti-
do horizontal y vertical (Speed et al., 2010). Los
cambios horizontales en la distribución espacial
relacionados con forzantes ambientales (por
ejemplo, temperatura y salinidad) son los más
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Figura 7. Valores medios anuales de los índices de abundancia estandarizados de gatuzo. Período 2000-2008. Las bandas señalan
el intervalo de confianza del 95%.

Figure 7. Mean annual values of patagonian smoothhound standardized abundance indices. 2000-2008 period. The bands indi-
cate the 95% confidence interval.
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estudiados y de los cuales existen mas evidencias,
el efecto de los mismos puede ser considerado a
partir de las interacciones espacio-temporales en
los factores canónicos de los modelos (Campbell,
2015). Los comportamientos reproductivos aso-
ciados a la formación de agregaciones reproduc-
tivas cambian la distribución horizontal y vertical
de tiburones lo cual puede afectar su capturabili-
dad o hacerlos mas disponibles a la flota (Econo-
makis y Lobel, 1998; Speed et al., 2010). El gatu-
zo realiza migraciones anuales hacia áreas de cría
y apareamiento donde se han registrado grandes
agregaciones asociadas a condiciones de tempe-
ratura o salinidad particulares (Colauti et al.,
2010, Cortés et al., 2011). Debido a esto, la inclu-
sión de la temperatura superficial del mar
(ln(Tsup)) se realizó para incorporar el efecto que
esta pueda tener en la capturabilidad del gatuzo al
utilizar como arte de pesca el arrastre de fondo,
no para percibir cambios interanuales en las áreas
de distribución cuyos efectos están asociados con
los factores canónicos.

Como aporte a la visualización del comporta-
miento del índice empírico en este ejemplo de
aplicación (fórmulas (76) y (77)), se selecciona-
ron cuatro años (2005-2008) y 6 RE (3554-3654,
Figura 2), sin presencia de celdas vacías, para la
comparación del índice empírico estimado a par-
tir de la proporción observada de registros positi-
vos por celda y los coeficientes del Modelo Log-
normal, con el índice de abundancia estimado
mediante la utilización de los dos modelos: logís-
tico y lognormal. En la Figura 9 se observa que
las tendencias tanto de los índices como de los
intervalos de confianza son similares, este hecho
posibilitaría la utilización de valores observados
de la proporción de registros positivos, en lugar
del ajuste del Modelo Logístico, siempre y cuan-
do se cuente con todas las proporciones observa-
das, sin presencia de celdas vacías. La disponibi-
lidad de modelos teóricos ajustados permite esti-
mar e imputar en aquellas celdas donde se carece
de datos, hecho habitual en especies o stocks con
extensas áreas de distribución. 
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Tabla 4. Valores medios de los índices anuales de abundancia estandarizados de gatuzo e intervalos de confianza. Período 2000-
2008.

Table 4. Patagonian smoothhound annual standardized abundance indices mean values and confidence intervals. 2000-2008
period. 

                                                                                            Percentiles

                                                                           0,025                                  0,975

Año            Índice anual (kg h-1)            Límite inferior (%)            Límite superior (%)

2000                        30,7                                      6,2                                      7,8
2001                        31,8                                      8,1                                      9,8
2002                        41,1                                      5,0                                      5,6
2003                        41,6                                    12,3                                    32,7
2004                        39,0                                      8,8                                      9,9
2005                        40,9                                      8,1                                      9,4
2006                        39,0                                      7,0                                      6,6
2007                        34,2                                      8,3                                    10,7
2008                        39,1                                      7,2                                      8,9



DISCUSIÓN Y CONCLUSIONES

Como se mencionó anteriormente, es común el
uso del índice It = definido en (25), con
y definidos en (26.1) y (26.2), respectivamen-
te. A esta aproximación se le pueden hacer algu-
nas críticas:

1) El parámetro se calcula, de acuerdo con
(26.1), a partir del efecto principal del factor
Año incluido en el predictor lineal del MLGs
considerado (en nuestro caso el modelo (15)).
Pero ya de por sí no es claro a que nos referi-
mos cuando hablamos de la “probabilidad de

tp+
td+

tp+

td+

tp+

valores de captura no nulos en el año t” y por
lo tanto, como consecuencia, no es claro qué es
lo que estima el parámetro .

2) Como fue demostrado por Hernández y Perro-
tta (2006) , calculado a partir de (26.2),
representa adecuadamente a la abundancia
media anual, considerando solo capturas posi-
tivas, si las interacciones con el factor Año del
modelo (11) (y por lo tanto también del modelo
(12)) son nulas.

De esta forma, los dos términos del segundo
miembro de (25), calculados a partir de (26.1) y
(26.2), tienen problemas que hereda el índice It. 

Hemos visto que en aquellos casos en donde el
porcentaje de ceros es despreciable y de esta

tp+

td+
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Figura 8. Comparación de valores medios anuales de los índices de abundancia estandarizados de gatuzo a partir del modelo
solo con factores canónicos (canónico) adicionando cofactores y covariantes con HP (con_HP) y cofactores y covarian-
tes sin HP (sin_HP). Período 2000-2008. 

Figure 8 . Comparison of mean annual values of patagonian smoothhound standardized abundance indices derived from the
model with only canonical factors (canónico) adding cofactors and covariants with HP (con_HP) and cofactors and
covariants without HP (sin_HP). 2000-2008 period.
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forma podemos efectuar el análisis teniendo en
cuenta solo los valores de CPUE positivos, enton-
ces se puede escribir como:

(DC1)

Además, por definición:

(DC2)

Ahora bien, si en el modelo (11) las interaccio-
nes Área × Año y Mes × Año son nulas, esto es
(βδ)at = (γδ)mt = 0, se obtiene por definición que

y de esta forma es fácil ver que:

.                                                (DC3)

w
tD

amt

a=1

D .�
an

m=1

�
mn

�
1

mn
w

tD aw ++

D �a tm
+

m D .DDDDD mtatamta
+ + + + + +

D �at
+ Dmt

+ � 1

w
tD �+ Dt

+

Por lo tanto, un índice que sea proporcional al
parámetro , será también proporcional al pará-
metro objetivo . Ahora bien si, además de las
interacciones Área × Año y Mes × Año, la inter-
acción Barco × Año del modelo (11) también es
nula, esto es (αδ)bt = 0, se puede demostrar que
un índice proporcional a está dado por (Her-
nández y Perrotta, 2006):

(DC4)

Entonces, en las condiciones planteadas
(ausencia de interacciones con el factor Año y
proporción de ceros despreciable), el índice defi-
nido en (DC4) puede considerarse descriptor de la
abundancia media anual definido en (DC1).

Por supuesto, como ya fue demostrado, si en el
modelo (11) las interacciones con el factor Barco

tD+

w
tD+

tD+

te .�(��
' '�

td+ )

w
tD+
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Figura 9. Comparación entre el índice empírico (sin modelo logístico) derivado de la proporción de registros positivos observada
y el estimado con la aproximación Delta (con modelos logístico y lognormal) sin celdas vacías.

Figure 9. Comparison between the empirical index (without logistic model) derived from the proportion of positive records
observed and the one estimated with the Delta approach (with logistic and lognormal models) without empty cells.
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(Barco × Área, Barco × Mes y Barco × Año) son
nulas, entonces el índice:

(DC5)

será también proporcional la abundancia media
anual .

En términos generales, el enfoque considerado
en este trabajo, permite clarificar totalmente la
cuestión referida a la definición de un índice de
abundancia proporcional a la abundancia media
anual del recurso considerado. En principio, hemos
definido la abundancia media anual en una forma
clara y unívoca, teniendo en cuenta la definición
matemática que se ajusta al concepto intuitivamen-
te claro de lo que debería ser el parámetro descrip-
tor de la abundancia media anual poblacional.

Introduciendo modelos sencillos, conveniente-
mente parametrizados, hemos expresado la abun-
dancia media anual poblacional en término de los
parámetros de estos modelos definidos para
representar las CPUE positivas y la proporción de
ceros dentro de cada celda espacio-temporal, con-
siderando como factores básicos los factores
denominados Área, Mes y Año. 

Hemos definido a su vez un índice de abundan-
cia ponderado, que respeta la forma de la fórmula
que define la abundancia media anual, que repre-
senta para nosotros el parámetro objetivo. Hemos
demostrado que lo que puede generar problemas
con el índice, haciendo que el mismo no sea pro-
porcional a la abundancia media anual poblacio-
nal, es la presencia de interacciones con el factor
Barco (Barco × Área, Barco × Mes y Barco ×
Año), esto es, cambios espacio-temporales del
poder de pesca de los barcos. Esto es muy consis-
tente, ya que es lógico que lo que pueda terminar
generando problemas con el índice de abundancia,
sean cuestiones referidas al muestreador, que para
nosotros está representado por el factor Barco. 

Esto difiere de lo que habitualmente se discute
sobre el tema (ver Maunder y Punt (2004) para un
resumen sobre las implicancias de las interaccio-

amt

a=1

I�
an

m=1
�

mn

�
1

mn
w

tI aw ++

w
tD+

nes), donde en general se plantea que las interac-
ciones que pueden afectar al índice son las rela-
cionadas con el factor Año, como Área × Año y
Mes × Año. Esto nos llevaría a plantear que el
recurso en su distribución espacio-temporal, debe
cumplir con ciertos requisitos para que sea posi-
ble definir un índice de abundancia proporcional
a la abundancia media anual, lo cual no tiene jus-
tificativo. En nuestro enfoque se ve claro que no
hay que imponer ninguna restricción a la distribu-
ción espacio-temporal del recurso, pero si debe
analizarse en detalle que barcos deberán incluirse
en el análisis. Este resultado es muy interesante,
ya que sobre la distribución espacio- temporal del
recurso no tenemos ningún tipo de control y si
existen las interacciones Área × Año y Mes ×
Año, es muy poco lo que podemos hacer, ya que
la misma representan una propiedad intrínseca al
recurso. Por el contrario, si bien no tendremos
siempre un control total, por lo menos las interac-
ciones con el factor Barco, están en alguna medi-
da bajo nuestro control, al tener la posibilidad de
seleccionar e incluir en nuestro análisis aquellos
barcos que operen sobre el recurso proporcionán-
donos una imagen fidedigna de la distribución
espacio-temporal del mismo. Esto fue señalado
anteriormente como crítico en la selección de la
flota patrón o muestreadora, ya que ésta debe pro-
veer los datos para la modelización que permitan
detectar las potenciales fluctuaciones de su abun-
dancia en la totalidad de su área de distribución. 

Además, deberían considerarse en el análisis
los barcos que no hayan sufrido deméritos o
incrementos importantes en su poder de pesca a
lo largo de los años, lo que determinaría que los
rendimientos actuales no sean comparables con
los rendimientos pretéritos. No obstante, en caso
de que los cambios en el poder de pesca de los
barcos sean provocados por aumentos en el HP de
cada barco a lo largo de los años y que esto reper-
cuta en el área barrida por unidad de esfuerzo,
entonces la inclusión de la covariable x = ln(HP),
puede eliminar este efecto y hacer factible el cál-
culo del índice anual de abundancia, aun en el
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caso en el que los poderes de pesca estén cam-
biando con el paso del tiempo. Cabe señalar que
la referencia al HP y por lo tanto a su relación con
el área barrida por unidad de esfuerzo, tradicio-
nalmente se relaciona con flotas arrastreras. Sin
embargo, en forma análoga deberían incorporarse
otra covariables relacionadas con potenciales
fluctuaciones en los poderes de pesca de las
embarcaciones en pesquerías en las que se utili-
cen otros tipos de artes de pesca.
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APÉNDICE A 

Demostración de que bajo ciertas condiciones

Las condiciones consideradas son:

(αδ)bt = 0, (βδ)at = 0, (γδ)mt = 0, 

para todo b, a, m y t, en el modelo (11).

= 0, para todo a, m y t en el modelo (15).

tI � w
tDtp+ �td+

)( ��� am )( ��
 at
��m

�� � 0,a � 0, � 0, � 0,

)( ��
 mt

Teniendo en cuenta estas condiciones, tenemos
que:

(A1)

(A2)

De esta forma, a partir de (24), (A1) y (A2), es
fácil ver que:

(A3)

Ahora bien, teniendo en cuenta que por hipóte-
sis las interacciones con el factor Año en el mode-
lo (11) las estamos considerando nulas, entonces
tenemos que (Hernández y Perrotta, 2006):

(A4)

De esta forma, se obtiene que:

. (A5)

APÉNDICE B

Demostración de la fórmula (29):

En la demostración de la fórmula (29) que se
presenta en este apéndice, se consideran los
modelos (11) y (12) como punto de partida, con el
agregado de una sola covariable continua x1 y un
solo cofactor, F, a los efectos de simplicidad en la
presentación. No obstante esta demostración
puede extenderse al caso más general, conside-
rando más de una covariable y más de un factor
suplementario.  

Si llamamos:

(B1)
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(B2)

entonces, según (63) tenemos que:

(B3)

(B4)

donde en (B4) con la tilde estamos indicando que
los parámetros están sujetos a las restricciones
que impone la parametrización Sigma-restrictiva
( es formalmente idéntico a μbamt definido en
(B2) pero sus parámetros satisfacen las restriccio-
nes de la parametrización Sigma-restrictiva).

Si tomamos esperanza matemática en (B3) y
(B4), condicionada a los valores de la covariable
(teniendo en cuenta que el valor esperado del tér-
mino de error condicionado a los valores de la
covariable es 0, esto es = 0 obte-
nemos:

(B5)

(B6)

Si ahora en (B5) y (B6) tomamos esperanza
matemática (promediando sobre los valores de la
covariable dentro de la celda (b,a,m,t, f ), tenemos
que:

(B7)

(B8)
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�� Fx1
y de (B7) y (B8) obtenemos que:

(B9)

Y por lo tanto, cancelando los términos en
común, obtenemos que:

(B10)

Si ahora promediamos sobre b y f ambos miem-
bros de (B10) y tenemos en cuenta las restriccio-
nes Sigma-restrictivas que satisfacen los paráme-
tros del segundo miembro de (B10), obtenemos:

(B11)

siendo y además:

(B12)

(B13)

y a su vez y por su parte:

(B14)
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De esta forma, si llamamos:

(B15)

teniendo en cuenta (28), (62), (B11), (B12), (B13) y
(B15), se obtiene por último que:

(B16)

con 

APÉNDICE C

Demostración de la fórmula (67):

En principio consideraremos que el área Aa es
plana y que a cada punto del área Aa le correspon-
de un par de coordenadas cartesianas (x1, x2). Lo
primero que tenemos que demostrar es que:

(C1)

Debe observarse que la condición de invarian-
za planteada en (68) nos permite efectuar el cál-
culo independientemente del momento particular
que consideremos dentro del mes m.

Para demostrar (C1), supongamos que estamos
en la celda (a,m,t) y que seleccionamos un punto
P = (x1, x2) al azar dentro del área Aa. Si indica-
mos con D(P) a la densidad del recurso conside-
rado en el punto P, seleccionado al azar, entonces
podemos definir la siguiente variable aleatoria:

(C2)

De esta forma tenemos que:

E(X ) = . (C3)

� a tm�+� (
aA

1x , x2) dx1 dx .2
aA

a tm�+ 1

e .c � .
 � �Fx1

))exp(( .aa 
�� � ))exp(( .mm 
�� � y

))exp(( .tt 

� �

,Fx1 Fx1

Fx1

amtI + � �c a �m �t amtD+

�X a tm�+1 si D P( ) � 0 con probabilidad
0 si D P( ) � 0 con probabilidad 1 � a tm�+

amt�+

Por otra parte la esperanza condicional de la
variable aleatoria X, dado el punto P = (x1, x2),
está dada por:

E(X / P) = (x1, x2) (C4)

ya que (x1, x2) puede ser interpretada como
la probabilidad de obtener un valor de densidad
positivo en el punto P de coordenadas (x1, x2),
con los valores de las covariables iguales a

.
Ahora bien, si los puntos se seleccionan al azar,

la función de densidad de probabilidad de los pun-
tos P = (x1, x2), es la correspondiente a la distribu-
ción uniforme en el área Aa y está dada por:

(C5)

Si ahora, la esperanza condicional, E(X /P), la
promediamos sobre los puntos P = (x1, x2), esto
es, tomamos esperanza matemática de la esperan-
za condicional sobre la distribución de puntos,
seleccionados al azar, dentro del área Aa, enton-
ces, por definición, tenemos que:

(C6)

Y teniendo en cuenta (C3) y (C6) y que además
EP (E(X / P)) = E(X ) (Seber, 1982), se deduce que:

tal como queríamos.
Si ahora definimos: 

h(x) =

y desarrollamos h(x) en un entorno de un punto x0

a tm�+� (
aA

1x x2) dx1 dx .2
aA

1

E (E(X / P)) f ( )P dPP � �
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,

�
dx1 dx2
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f P dP( )
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�p

� a tm�+� (
aA

1x , x2) dx1 dx .2
aA

a tm�+ 1

1
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hasta el término lineal, de acuerdo con la fórmula
de Taylor, tenemos la siguiente aproximación:

(C7)

Si consideramos:

(C8)

(C9)

Entonces tenemos que:

(C10)

Si tenemos en cuenta que:
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1
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(C11)

se obtiene:

(C12)

Ahora bien, teniendo en cuenta que:

es independiente de las coordenadas (x1, x2), se
obtiene:

(C13)

tal como se quería.
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